04

Px A
& ST
Espacws de representacm% ,,3. g,
Una funcién f de campo representa uﬁg’apllcaﬂpn ntre, ntos de un espacio y el
cuerpo de los numeros reales, 'y t|e un si o opera algebraicamente

o funcionalmente que es mde@mdlentﬂd eIQUon de dicho sistema de

coordenadas. La operacion d &lnan b‘ d%'endmnte de un sistema de

coordenadas la representarem@s como éﬁr
Un sistema de coordenada§ un congepy geogaetrico en que a cada punto |X) de
un espacio se le asigna u coordenadas réi ntadas por (X|. Este espacio puede

ser el espacio fisico de c@rden#as 0 qjalqw r otro espacio general.

Se denomina represer@oon @’una fmm@n |f) en el espacio definido por sistema de
coordenadas |X) a ,P’ ,?’ ¢

o i
£ &I = £

La definicion d@%resqptaoon debe pré rvar la estructura de de espacio vectorial de
las funoon@‘“‘cu@ado mtegrable_‘r ara el producto interno de dos funciones

debera ser (ﬁdeflnlcmn seU

(flg) = oY f £ (X)g(X) dX = f (XIf)*(X]g) dX = f (FIX)X|g) dX

y por tanto se debe verificar la relacion de complitud

|XMX| =1
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y para que f(X) sea real debera verificarse

X1y =(f1X)
Ademas como o
- ¢
f&) = (xIf HEIX) dx
OO‘Q .
sera o,
ING
b!

gue presenta evidentemente Ias*eord
L '™

o

das. (A un p@b@esp&sio |X) en la

7 [ ¥ @

V(& @3}’ S
fgrabl @naﬁspaao vectorial
i defini

qu u

Como el codﬁa&:‘
efinitla, vélnos tgmbien, que los (X|

con un producto fnte
forman una base completa e se%pmtenta nciones.

: _ (o]
El espacio fisico de coordenadas | X) _@ede co@wuoaﬂener una estructura
discreta de infinitos puntos, y en este (@b

= éﬁx") gﬁ

-
Para concretar, la funcion cosenacos) gaggacio@!’dimensional de la recta real
|} se representa por

QD &

é&}' (x|c88) 2Fos(

Una de base de funcionesﬁk) o} Igo,:)bor alizadas a la unidad que serd completo y
cerrado, si verifican L

~
& \'3? )

& 1oyl die =aT0  |ondpnl =1
donde k puede r(:e_‘g?esenté?un parametrc
Un cambio de I#e |XY alas |pg) o |

(: .

o) =(L%}>§ﬁ<¢k|x><x [ lporxipax = [ picofeodx
'Q.F X X

© ‘ =

P

continuo o n discreto,

dara lugar a un cambio de representacion

O alainversa

FOX) = (XIf) = f X1 p)oulf) dk = f ok () f (k) dX

k® k®

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Espacio de Fourier

La representacion de una funcion f en el espacio de coordenadas (%,t) no es la Unica
posible. Cuando en un sistema fisico actlan operadores diferagdiales lineales, es mas

conveniente trabajar en el espa transformada de FQL.'(eFér (k,w) o (%, w) en el
gue se simplifica los calcu ! y muchas vecgs nos da mas informacion
sobre los procesos quer : ase descomgfme en elementos basicos.

En la transformadéa f rier se :_:; ) Dase | ) &las onda}ibb%‘g
L £, O 0

- . r 3
- 3 = 5(k
| f (xl oo |x3fl§.' ( R "G

& %2

es decir g !
L

& 147
&

La transformada Fourier Vit..- definida

3
¢ 4‘?’%}:

e
que en realidad r@QEesentgan cambio
—y

Para que la fun%e Eﬁdeberé ser
53 § fRy= £

La anterior@;’eacigﬁ‘se puede inMﬁace uso de las propiedades de la delta de
Dirac @)

f(k) e**dk

 [a base de representacion a |¢y) a |x).

1 [ r
5(k) =5 f ek gy f 5k — I FU)dIe = £(k)

Enrique Larrea Bellod
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gue en realidad como hemos visto, expresan son las relaciones de cierre y complitud
de las funciones base ,con lo que tiene

oo

1 .
ff(x) e~ kxdx f
$
que representa un ca Iag)c_'é' [ k).
Lo mismo en vari ? o ~'
ol &

que se pu [ retaF=como “upide

amplitudes f(k, ) quea rifi@n paraque |
) .'ﬂ

La transformacién ina/efgé sera ‘i‘:‘? &:b § (e 2]
= 1 . “\-i (i;.iwt) ™)
) ) 16 8¢ & @

También utilizaremos la transforifiada Fou@( s@en dilvempo

&

= 1 r 2 iw "
f(x,w)=E_£ f%@e dk

FG-w) = f* @G w%’t? ;

Existe un importante &drem madd?‘d !
or

w@ia
T
g-
S
é\g
\'\
2
g
®
|
¢
Q
e

K I ey

funcion es la convolfeion @?dos funciones entonces su transformada Fourier es el
producto de las tra

él" mmﬁs {
h@g é@%‘)g(t—t‘)q

‘4'& !
El teorema %@%w“mbién se apl@isma forma
@ oo

h(w) = j f@)gw-w)de = ht) =VIRFDg()

= h(w) =V2rf(w)g(w)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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En el caso de que haya varias dimensiones

W@ = [ @G- = r(E) - (anéf(ﬁ)g(%)
oo "‘E"

. - S ) o , o
Vemos que el coeficiente & T e dimensiones implicadas

= & s
Esto se puede depiostrafidire hadiendo las trﬁormadaolz@ér y aplicando

S

Una aplicacion cﬂq‘g gblssoﬂ'tj?abemos que
un campo vectoriatse ~§) 3

q\) d*x

x|

v -
A S
Aplicando el teorema de la convoluuo? obti

7 (%) = 7,(F) + 7 (F) ,{zngiﬂ 2

— EFZ

Esto mismo se puede ver tan@en a

149

277 =

"b'V=

de la que se obtiene ba'
<

R w) = lg,é’vL(m%jz W
o
De todo esto se'-:é'espre@e que se

proyectan un cq% vecfBrial sobre sus

fo} &

y .T(l—é, w) = EZI_/)L(]_C), (,U) + I;ZV)T(E, (,U)

Uede definir dos operadores Gr y G, que
mponentes longitudinales y transversales

Enrique Larrea Bellod
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Otro teorema de interés es el de Parseval, en que se verifica para dos funciones reales
fyg laidentidad

j f(Dg(t) dx = f Fw)gw) i - j Fw)g @) d, ﬁ* f f*(@)g(w) dk

Fa

|
Operaciones entre componeﬁes ﬁ R ala?y promedios
Consideremos una componente esp aI de & po@ctoriales F(w) vy G(w)

¥

que se pueden escr|b|r en sus compgpentes regies & Sy
-'a &

E, () = F(w)elwt @( w 2 w)@+ﬁ (w)e~iot

G, (t)—G(w)e”"ia, G(— %i\_

_)

4 G (w)e i@t

Una operacién bilineal ® qu@eprese aggiitud real, como el producto escalar
o vectorial entre estos campg's vendra $e répres como

F ®G (t) = F(w)@(.éz"a)) +§ (w)é(w). 1’. F(w)G(a))e—lwt + F (a))G (w)e—ZL(ut
Si definimos el prome%p en e&empo ég* 1a funcion f(t) como

¥

& C&‘?— (F(©) 4}"“[ ft+e)de

&

entonces se ver &
@ )é-%(w)@G “(

A veces se exprésa los campos S|mplemente con una componente del espectro de
frecuencias

—

®G(w) = 2Re (ﬁ(w)@)@*(w))

E‘

F(t) = F(w)ei®t
G(t) = G(w)eiwt

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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entonces se verifica que

Re®ReG(t) = %Re (ﬁ(w)@@(w)) + %Re (ﬁ(w)(?f*(w))

y su promedio en el tiempo vienesdado. por

Otras veces dos gaMPOSIE Y G son funi ones. &S pero p@s‘ﬁ\gcién ® solo
tiene sentido solfe valores reales ' i % S
- =3 * Q’_,
e
S o
y por tanto O

F
¥
~

Funciones de Green f

L
=

. , : QO ,
Se define como la funcion de Greght G, (¥ @) A soludion regular que se anule en
el infinito de de la ecuacién b‘?

-

o(X

Si Gy (k) es la transformada Feurier de (EO se vérhicard entonces

Enrique Larrea Bellod
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Si hacemos la transformada inversa

Go(.?_g - 55‘) =

1
(Zn3

Por tanto, Go(ﬁﬁx) es u

ecuacion f—:_-;..‘,_“\ *

s - ’
Esto nos perm|te resolver la ecuacion de @| son gb@el ncial electrostatico,
- o~
=S ﬁ

mediante la funcién de Green = y
& é*- g

f(x)__ 0( )@33@ a g(@) FEI%
* Voo

X — %]

152

Observemos que si se sumaﬂ?]a funci verifiiue la ecuacion de la laplaciana el
resultado es una funcién Gle tambler§ cumpl n la ecuacién de Poisson, lo que
puede ser necesario paraG[&'SoIv detergmn s problemas de contorno.

Consideremos ahora | cuac@‘l de on

¥ 1 RN

2 o ] 4 - — -
';‘-E-E’ g’g 2ok &6 =g@&1)
Si tomamos la Wor@%a Fourier en :.i: :g;

t..- § i
\%’ (VZ + ( ."i' i..n.

@ q, .
que se conoce &omo la ecuacién de Helmholtz. También es posible resolverla
mediante la funcion de Green de la ecuacién

iempo tendremos

X, w) = g(%,w)

P

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Es facil verificar que dos soluciones que se anulan en el infinito vienen dadas por

N/
_Lclx x|

e

'
Si no hay fuentes'g = 0, como-en el ca @agnética en el vacio

sera entonces . 5 G
O 9
i ¥ s S
o A LS
Si hacemos ahora la transf'c'irma;dﬁ;éﬂwvers abmluci@e la ecuacion de Helmholtz,

153

tenemos

i‘ib AR
L1 T g —iel AL

¥

Observemos que 11@5-"'

e
g &
58 & -

&
es el tiemp%‘!rdqﬂo, definido iguel en que una onda una onda que parta de
X llega a x né( tiempo. Ento por el principio de causalidad, de las dos
soluciones solo la de con signo positivo es fisicamente aceptable, y tendremos

% 1 (g@&E.t)

+oo
1 d’x 1 . 1. .

FGE) = —— f x 2 f em(t=e%71) (2, w)dw = — — &x
4
w ) E=wivan )

i ) |X — %)
Voo
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Esta es la solucion retardada de la ecuacidon de ondas que también se representa

como
1 Xt
- L (@O
PRI
) )
Donde el corchete [g (X", 4] a-que. omar el tiem'éﬁ retardado t, =t —r/c.
La funcién de GreepJret fefine cor ~

154

G - 21D g _

|X — %

ulares de la ecuacién de ondas

&S 7
Las funciones egaon soluciones r
> ,
&1 02 . . L .
(B 7pz) GGzt ) =6 - 90— 0)

Como hemos definido

FGw) = f G (F — 2, ) g (@, 0) d

Veo

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



04 Teorias espectrales del campo electromagnético

por el teorema de la convolucién, la solucién retarda de la ecuaciéon de ondas también
se puede escribir como

G =— | G,G—%,t—t)g@,t)d¥xdt . F
4 =

que es el mismow&ultado que,habfa

. st
Observemosm

7z 4 = i
homogénea, el res
ondas no homogénea.

e

Es ilustrativo obtene(r las funciones de
ecuaciéon de ondas

con lo que se tiene

y por tanto

Donde hemos |

iy
Haciendo la
&

@

Gl (x t\) f J (kﬂc(t_t\)_z'(f_f‘))dko
Puesto que hay dos polos en ko = +|k| y ko = —|k| , la funcién retardada de Green se

obtiene haciendo kZ — k? = lim,_q(kZ — k2 +i2¢), con lo que los polos se sittan en

Enrique Larrea Bellod
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ko = +|k| — i2e 'y ko = —|k| — i2e. Para t > t" efectuando la integral en el semiplano
inferior complejo de k,, obteniéndose

GE—-%,t—t) = ! -2mf(t — t) fésen (|I;|c(t - t_‘ﬁiﬁ'(’?‘f)d:*k
(\/_ e o |k| .,c-;.,

P
b, sen(|l€|c(tﬁ)) sen(|E|If—5E‘|) dk
donde Ges la fun

Empleando la igualdad

+
[
se vuelve a obtener -

Glr (55 w

Esta ecuacion

Si se integrg%r esy se tiene e rta que di|x — X'| = —8'i|% — X'| se obtiene
2177 2
— ec w —
V -), = — _,—_,\<V‘2 + - )V -)‘, d3 .
* @) f47r|x—x| (c) (', w)d”x

3

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Empleando la igualdad vectorial

Obtenemos

Si hacemos la nsformada’jﬂlhsa ra-
obtenemos f“"“'\ A

- | & S é.
whe Je Ao e &
f . A )
f4n|x -z I{V 7 V(f\'t\)?ﬁv\/\&/q’& ) qs'ﬁV(x t)] d3x

&
donde las magnitudes dentro‘de u&i’orche@u Qorc%%'e [...], significa que tienen

que ser evaluadas en tiempo el t| po re aQa ¢ & X —%/c
Estas son las expresiones que erallz | @rem isson para campos vectoriales
dependientes del tiempo obt as p |' ko.

\ B

}t
Teorema Helmh@tz dSpe del tiempo
Ahora utilizaremos &slgu;&g{es |de es retardadas para cualquier funcién que
dependa de X(¥',t tg’ o

N

o G X))
V[f;,.%' Y

VX, t)@:a K E) 4 0, X 60T, = [FXE 6] + 0 NG 0] (Ix );)I

[Vx@, )] _3 S [X (& t)]+v,‘ [{("'f\)]
|X — %] |X — %] |x — X7

[VX@, )] = VX@E, ¢) + VX(&@, t)

Enrique Larrea Bellod
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Para simplificar la notacién, en adelante, cuando aparezca una prima como en V'
significa que el operador actda la variable X"

Asimismo la notacién V" indica que V se evalua en V. Una ma?wltud entre corchetes
[V V] S|gn|f|ca que prlmero hace.la. operacion y despueg&e evalla en el tiempo

-_- _....__.. -_,_f \. *‘ﬁ 5

S _\ r %
siendo % un punto de observaqon en seﬂlden a@)s y%‘ésta situado en punto

de las fuentes. - (@. b
Por tanto 7, es un vector unitario gifigido d
de observacién %, y 7, va desde el pfinto d
Utilizando la tercera identida%’gtar
transformar en

"l. I
Puesto que el seg fc;umto término se transforman en integrales de superficie
que se anulan Q{,;- nﬂa o resulta

% f<~[W LI NERLE P

Esta ecuacion expresa el teorema de Helmholtz cuando los campos varfan con el
tiempo.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Si estas ecuaciones se aplican al campo eléctrico y magnético, se obtiene

lo que era de e§perar ya que el cam
ecuaciones de ondas inhomogéneas

Si se aplica la sequnda identidad a la
también como [ ?

PG 0= (W”@@

Voo

L

Vemos por tanto, que unﬁ_gmpo ved@rial ue=glepende del tiempo queda definido
. . . 5 . .

por la divergencia, el @faoor@( y de la derivada en el tiempo, evaluados en el

instante retardado. & é:"' 3 :

Si esta Ultima |dentl@j se qﬁca al campo électromagnético obtenemos
o o

-]

T 4

Estas ecuaciones son conocidas como las relaciones de Jefimenko, que seran
analizadas mas en detalle en el capitulo de teorias de la causalidad.

Enrique Larrea Bellod
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Componentes T,L del espectro de frecuencias del campo
E.M. Campos retardados y efecto electrocinético

&
Aungue para analizar las componentes longitudinales y trdhsversales del campo
electromagnetlco podnamo sPartirstieslos teoremas de J@ mholtz y Poisson, sin

eI v evlpresenoa de
omo 39

Ya hemos visto el
cargas y corrient (

Si E se descompone en sus ¢ one gl% foitudjales y transversales, se debe
verificar entonces >

*

ng(x ¢ "" * (%, 0)
y para el campo de mducc@magnetlcé al sEr oidal
@B(x@ 0 B,(k,w) =0

El caso de una ondalgg’e se q:gépaga er\‘elw_,aoo donde no existen fuentes es evidente

ﬂf}f

que debera ser %;5:‘ L&"b 3‘!‘ .
A G

Separando la %ﬂp@ntes transvers ' '
w @2 +(2))ErGw) = -~ 2orGow)

(v + (2) ) Buw) = (Vp(x 0~ ST w))

. longitudinales, tenemos entonces

(v +()) Br@ ) = 0 ¥ G )

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Resolviendo la ecuacién para Br(% ) por medio de la funcion de Green G, (% —
%', w) obtenemos

La compon longitudinal_del-pd
escogido, y como ya hemos VIStO pue
electromagnético.

eterfjnada por el gauge
aciones del campo

Si hacemos la transformada Founer ersa T(g.w) @dremos la dependencia

£ =

donde t, es el tiempo reta‘r;b ot
L
De igual forma para el p naa&g.e

Vemos, que el p te@ilno del campo de induccion magnética By (%, t) es debido al
efecto retarda ornentes de laley de Ampere y que disminuye como 1/r? El

segundo es variacion de. orriente en el tiempo, y disminuye mas
lentament o} , S|endo es ontribuye al campo de radiaciéon a grandes
distancias de las fdentes.

El campo eléctrico se obtiene de forma similar a partir de por medio de la funcién de
Green G, (¥ — X', w)

Enrique Larrea Bellod
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Ly
c

f iwa(JZ", w) ¢ "

41€,C?
7

T O - I \ %
@E ot T
I
Las anteriores ecuaciones para el c&i;o ele@r@nen@'son las mismas que las de
Jefimenko ya obtenidas antes. {3 Q O
> G’J

El primer término de E, es el ef o del pgterdldl deidulomb retardado, y disminuyes
como 1/r2. *“'

Los otros dos términos d/ nuyen corﬁo n lo que contribuyen al campo de
radiacion lejano.

/.rf)

El tercer término tiene,tn /nt s espe ues nos dice que se crea campo eléctrico
transversal en direcc op%ta ala vé‘rﬁc/on de la componente transversal de las
corrientes, y que I minago por Jefi e
$ B
£ 7 o
= 42 ]
N 5 » .
Vemos ta rﬁe el segundo no~tel campo magnético el rotacional de este
campo mantenielglo un tiempo retardado fijo.

Por consiquiente, el campo electromagnético solo depende de las fuentes y de sus
derivadas en el tiempo retardadas.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



04 Teorias espectrales del campo electromagnético

Campo de radiacion transversal

La ecuacién de continuidad en la transformada Fourier de frecuencias, viene dada por

[
£

Lretarda, obteﬁos la relacion
Yo Y
5o lbd

| A o O
que introducida en la ecuacion del campo,elé r}cqtﬁ’e Jefir@w&ten mos
e, ey

Y.~ 2 7
. Hﬁw Tewef o st D&
EL(M{ Z / o X

(9.
1 [ : r%
~ 4me, f 2 41e f'\. cr (]
of & ; ) Qo § "H?
. . ' > o . oA . -
Si consideramos un['pequeno volumenfue enelerraq;!x eg instante t, la variacion

de carga entre t y t,. sera e 2 é. s
B

(00 = )3 = —g&.@%é} = -I[1], 08

@

o0 también & g

éf‘,t)?u 1 -/
& r? N cr

, ~ N

Ya que las |ntegrales§e su@ﬂoe &n

longitudinal  sera er&)nces agual aI'-‘f ot

sabfamos, y que dec,# com@"ﬂ/r2 con la distancia
L

S 1 [p@, 0 _
$ E ,t): !:1 ) udgx\=_v¢L
;:3? 3 o Ve rt
-
Por tanto e@o@ﬁadiacién lejano;-ue decae como 1/r, sera
Qf ) - o _)\ -2
53 > U 6 ] T AT, R
© Brrqa(X,t) = ﬁz %d%
Voo
ol = - HO a \]-)\T R
ET,rad(x: t) = _615[AT] = —E f[ tr ]d3x
Voo

Si transformamos estas ecuaciones al espectro de frecuencias, tendremos

Enrique Larrea Bellod
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- A
B =~ [P
]T(J?‘,w) r s &’
r A
)

T el mtegr‘éﬁdo de Bde es el mismo

.'~.I.'~.f:- ente p&m pohlwﬁ}radcx w) y
I L} I |
enen el |smo r@

gue tiene como mdédulo pe
[(S)er (%, )| =
(S)er (@ w)

Por tanto, en cada punto /as@mpone e s del flujo de energia S.+ (%, w) se
propaga como una ond, transvers porta una densidad de energia
Wrqq(X, w) a la velocid bde Z C. -6/n bargo, la direccion #, de P.(% w) en
cada punto del espaC/oﬁs d/stgi/ de)&n de estructura del campo radiado.

L

La energia radiada @egraq%n el tie p&e puede calcular mediante el teorema de
"t.

Parseval g 4

S F
<§>CT@)=CE§§° " raa (G, €) A CBiipga (%, 0d0)

2.5

== Ré" ET,ad(f,w)M(f,—w)dw)

+00
__ M Re J jd3x“d3x‘f ]T(x w)A]T(x w)/\(x i) 1(|f_f|_|gz_f‘|) do
2(4m)2c

X = %[|% = X7 Ix—xl

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Para un punto alejado de observacién que se encuentra a una distancia mucho mayor
gue las dimensiones de las fuentes, se verificara

[X] > % — x|

4
&
0
‘)+% &2 -2
2130 .

e
S cﬁf & E.‘?
entonces, la {r?t:egri te difievgy % y séfa practicamente
nula, por lo que po aso ’ac@ 0 @el método de la
fase estacionaria : + A
el S
§CT(© ?L f . ]-)T(& qﬂd 7, dw
2(4m)?c mé' Voo &"\- %

165
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Si se hace la transformada de Fourier se obtiene

(7 + (2))E(k.0) = -é<zp(z, 0)-SI, w))
N . o

&
5

(EZ ',1,

Si E se descom
verificar entonce

ompo ;"‘
g

y para el ca E}
V . EL (E, 0)) = 0
- ‘;' )
El caso de una onda que se propaga effFel vaci ten fuentes es evidente
que debera ser =
Separando las componentes | gitudi@ versales, tenemos entonces
de lo que se.

por lo que Er(k, ), By(k, ) y k son perpendiculares entre si.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Ademas

§T(l_{), (U) = l]; N jT(E, (I))
ET(E, w) = iwﬁT(l_c),w) ,g?

Vemos que las componentes Four' 0j0 de e s al modulo
al cuadrado de i ue tienen la
direccion delfve

,eoc w Jr(k, w)sh
S v f =

70 S ~
Para una onda que sepropaga"en acio d ha entes es |k| = w/c, por lo

que sera L q}
Er(kw) =—Fk ABy(k @) = ‘f = ic|k|Ar(k,w)
FRA T
S €0c® -2, 5 2k
o) = B ) = 1A )] o = et o)
-
g &

energia P(k,w) se comporta como si

r;;yfw

Las componentes Fc@ier %g}\"ﬂujo

transportasen unasrs’o mponentes Fou

K urier ‘de densidad de energia w.(k,®) en la

direccion del vectét-d k, con la v locidad de la luz ¢
S5 7 :
o & wfw) =R A (F)

k,
VZQ)L - _7 . Q)L(k ) _ P( (U)
€o eok
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Los significados del campo electromagnético

que nos da
- =3 - g I_(),(U -
EL = _V oL = EL(k,(,()) = _lp( = k
,g’ €ok?
A partir de esta expresiones Ias las componef,gfei:J del momento lineal y

angular, sin embargo,
del potencial vector.

Hemos visto qf . (@!ra verifican las

ecuaciones

f &

=

,w) Mol T(k w)

@ w>) = o] (R )

p(k, @)

'A’L(E,w) = 60

-

2 =iy
GG
y

Con lo que el campo el romag et|co$n cion de los potenciales viene dado por

K lp(k w)k
é\l -
DS JFrlko) =g
Las condicionesgan & gauges de Lorentz y de Coulomb toman la expresion
k '%, @(?F— = (D(k, w)w gauge de Lorentz

A (k,w)=0 gauge de Coulomb

Vemos que utilizando lo gauges la solucidon de las ecuaciones se simplifica
notablemente al poderse eliminar el término en k - 4, (k, w).

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Para el gauge de Lorentz obtenemos

Y para el gat}gg%lipul

hY
Ky
gT(E,I’l) = IA. = >
— Tl \C S

Es de interés el caso de una péﬁTc@c’Jue se@: cong/®ocidad contante #, siendo
entonces

p@E 1) = (% - a-";:

i@ 0 = 65(3\@ 50
&

gue nos llevan a los pot@ciales@e Lié

las teorias de la causalidéad. é:"

r%a chert que estudiaremos en detalle con
Sy

A partir de las com nente?de Fourier d
momento lineal ular el campo elec
y_gﬁg el campo elect

1% '
El momento Iir@ﬁna@rsal total del campo electromagnético, como hemos visto en

el capitulo de 3

odas toriales, viene dado por
Plr(e) =@;gf [0 0By Mg =2, [ 041600406 0%
Voo @

Voo
- _(22)‘4 f Wk AL (R, )AL (R, w")e (PRIt r0)) g3y g3k g3k dvd e
Roo
=;—; kaiﬂ(ﬁ, w)Ai(—l?, w)e @+ g3 rdwde’
Roo
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El momento angular de espin sera

Sropn(®) = £ f B 0) A Ap(E Od% = —&, | 0,47 0) A Ap(F, £)d% =
2 o
&
N HGICEOR “‘”*‘*’%@ d*kd*k dodw

de, reépresentaciély si tenemos un

' _ ' e noréi€ s | & Otro espacio muy
utilizado es de [a u qg'an se,@ectan en el espacio
de las coordenadas esféricas- angulagé? se @@co@ polinomios esférico

armonicos Yy, (6, <p5- : (9 _ ‘Q? ™)

E‘ S r
@) = B &
Las funciones arménicas, se pufn cor@ mt@desarrollo de la funcién de

Green G, para X > ¥

><¢
J;Ms
%o
S,
v
5
3
"3-\
)
S
[t
SRy
Fl=
x
Il
s
e~
o)
a
ISy
195}
1S
N/
SRy
Fl—=
x

e b . e -
donde (6, ¢") 6,@' son%?as c%ordadas angulares esféricas de ¥ y X

y .
respectivamente, y a @el a@o que for ,n ambos vectores. Siendo ademas
e

Loas polinomi _ [

‘1@ sen9d9 me(e. @) = Sy Smm’
'@

Z Z Yin (8%, 0" ) Yy (6, 9) = 8(cos0 — cos8)5(p — @)
=

—~

l

> Vi 0,9 (6,0 =

m=-1

2[+1

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



04 Teorias espectrales del campo electromagnético

La delta de Dirac ante una transformaciéon de coordenadas se transforma de acuerdo
con el jacobiano de la transformacion

Por ellos sera

r~

[ WS
Esto permite.desarrollar cyalquier

f(6,9) ?_f;n }’lm(e,-;)) con- =

Los polinomios arménicos se puedes
.l."-'-

-

Yim o, §0) =

&

+
41

&{” - 1)t
| & S
Evidentemente sera & @
P Q
& ,5"": ) ={: Yi0(6
.Q‘-" I(COS ) IE"' 1) lO( '(p)

i g ) . L,
esarrollo de la fupgion de Green G, en polinomios armonicos

L =!
S 0 A
iy "%“} 20+1 .
= ik ) jukIZ DA kIZ) T —Pi(cos @)y 17> 7
=0

|£_—>\ 4

s :
Las funciones @%?oegas definen un ‘@spacio de representacion alternativo. Una

donde j; y hl(l) son la funciones de Bessel y de Hankel, que tiene la propiedad de
normalizacion
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| o) ey = 7 80k~ )
0

La representacion en polinomios armoénicos permite aproximaréos potenciales en un
desarrollo en potencias de 1/r_E ial de Coulomb estag‘-i:bnario
- = %
]

Py(cos a-)é'

&~ o

’
‘&}? tenqo Ob_.l desarrollo en
AR

Si consideramo
multipolos

r______:‘-__“\ A l% 13',) lb.'
donde Q, e&;ﬁr@gé eléctrica tota mom%iﬁ ﬂolar ﬁggtrico, y Q;; es la
matriz del momen: qu E}' é’
~ ‘? & "Q .E':’
f[p(x e -~ 7 S

S T
[ oz e Coswae = L PF R é{*
Voo q'b Voo e 'b, :

jp(f‘)la'c"lzPZ(cos Q)d3x B~ jp ﬁco 1Dd3x
' ¥
ST 23

Voo

— 1 2 g—» 21212V 43 " — i

“ 7 | PI6E- FREE = 5 ) xi2 0,
Vo LJ

Y © A

3t de igual forma. Sin embargo tiene especial
interés partir de la #nsfo or en frecuencias, ya que como vimos viene

determinada por la=funcidéf“de Green r
por lanciogice Green ret

< 0 o =
A -%0 el n 3,0
CfE e ey
X s G
iy i 20+ 1 S N, \
@3 @_O_Z Ju (kT DA (k121) f J@&, w)P,(cos ) d3x
=0 Voo

4T ¢ 4

Una forma mas simple de obtener los primeros términos, es utilizar la aproximacion de
campo lejano, gue como vimos consiste en aproximar

- 2|~ |7 - %, &

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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y por tanto desarrollar el factor que multiplica en la integral a la corriente en potencias
de 1/|%|

416, (X, w) =

&)
o ‘Q 173
considerando la ecuacién de cfrvaa car ( X, w) = iwp(¥,w), y que la
corrientes ocupan una region f& aen @a . "

Estas ecuaciones seran an%ﬁdas

en los capitulos de teorias de

sistema moviles y de la causghdad. |
g

>~ 8

N

& --..%} L

Desarrollo e#ctﬂl de la‘s‘iffuncmnes de Green
En general, para .@a ecué’on real deI
nﬁi @ (V2 +

& &
las solucio \ab('p forman ur@ completo ortonormal completo para un

espectro de los@alores propios k, = Jw?/c, que pude ser discreto o continuo
dependiente de las condiciones de contorno

(Pr(f) =0

oo @dx=6, o [pr@eids=otk-k)

v v

Enrique Larrea Bellod




174

Los significados del campo electromagnético

+00

Y o0 =0G-7) o [ giEIeGDdk =6 - )
| ' | - o
Si queremos resolver la ecuacidon no homogénea &
p— iy % "h
@ 5
esto se puede hacer ‘de Green Gﬁf —X") que es solucién de
la ecuacion 43" o "‘:"'

| 'S
ya que la solucion vendra dada p 45‘ ..é."
il TS &
. e ‘h -
= ey o0
| ’ 3 & L
Es facil compr qu@ uncion de G Gég—,é'-viem‘édeterminada por el
desarrollo en las funciones propias & LQ a.r
o T = >

G- ) =Z

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



